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1. Randomizované algoritmy

Je rekapitulovana minula prednaska, zejména algoritmy typu ,,rozdél a panuj“ a randomizo-
vané algoritmy. Randomizované algoritmy se rozdéluji na dva typy:

= LAs VEGas,
ktery vyuziva pravdépodobnost k tomu, aby se rychleji dobral vysledku, ktery bude
vzdy $pravny (napiiklad se jedna o quicksort, kde je pivot volen ndhodné, ale vysled-
kem je vzdy setfizené pole). Vyhoda tohoto algortimu je ta, Ze vzdy dostaneme $prav-
nou odpovéd. Nevyhoda je, Ze ji nedostaneme vzdy ve stejném case (algoritmus nékdy
sviij ¢as béhu prekroci).

MoNTE CARLO,

jehoz doba trvani je vidy pfedem znama, ale existuje nenulova (vetSinou velmi
mald) pravdépodobnost, ze vracena odpovéd bude nespravna. Napiiklad mame-li sou-
stavu prvkd a chceme z ni vybrat nejcastéji opakujici se prvek, vybereme ndhodny
prvek. Existuje vysoka pravdépodobnost, ze jsme vybrali nejcastéji opakujici se pr-
vek, ale existuje i pravdépodobnost, ze jsme ho nevybrali. Efektivita algoritmu typu
MoNTE CARLO se da casto zvysit tim, Ze se necha probéhnout vicekrat a vysledky se
zkombinuji, ¢imz se snizuje pravdépodobnost chyby. Napiiklad provedeme-li v nasem
prikladu vice nahodnych vybért, pravdépodobnost $pravné odpovédi se dramaticky
zvySuje (mtzeme $pocitat primér vSech vybranych prvki). Vyhoda tohoto algoritmu
je ta, ze lze casto zvysit jeho efektivitu, aniz by se razantné zvysila jeho vypocetni
doba.

Las VEGas se vzdy da prevést na MONTE CARLO tim, ze mu ur¢ime néjaky casovy limit, ktery
kdyz prekroci, vratime libovolnou hodnotu.

2. Tridy P a NP, NP-aplnost

V ramci tfid slozitosti O, ©, Q a jejich malych variant existuji jesté tfidy P a NP.

2.1. Rozhodovaci problém

Definujeme abecedu ¥ a mnozinu vsech slov z této abecedy X*. Mizeme si vybrat néjakou
podmnozinu L c X%, nasledné si vybereme néjaké slovo z X* a ptame se, zda je nebo neni v L.
Vzniké rozhodovaci problém.

2.2. Redukovatelnost problémi

Problém A je redukovatelny na problém B pravé tehdy, kdyz A ma néjaka reseni a tato reSeni
fesi B vzdy, kdyz B ma néjaka reseni. ReSeni problému A tedy nemiize byt tézsi nez reseni
problému B.

2.3. Polynomialni prevoditelnost

Problém A je polynomialné prevoditelny na problém B pravé tehdy, 1ze-li A redukovat na B
v polynomialnim case.



2.4. Trida P

Trida P obsahuje obsahuje vSechny rozhodovaci problémy, které mohou byt vyreseny v po-
lynomialnim case.

2.5. Trida NP
Pokud pro kazdy vstup x existuje predikat Q(x, y), polynom p a vystup y takovy, Ze plati:

Iy >p(x) AQ(x,y) a (Q - béziv polynomialnim case)

Potrebujeme, aby pro kazdy vstup x z L existoval néjaky vystup y s polynomialni délkou.
Uloha je NP pravé tehdy, kdyz dostaneme spravné feseni a jsme ho schopni ovéfit v polyno-
mialnim case.

2.6. Trida NP-tézkych problémt

Trida NP-tézkych problémi obsahuje vSechny problémy (nemusi byt nutné rozhodovaci),
které jsou prinejmensim tak tézké jako nejtézsi NP problémy. Jinymi slovy, problém A je
NP-tézky prave tehdy, kdyz existuje NP-Gplny problém, ktery je v polynomidlnim case pre-
voditelny na A.

2.7. Trida NP-tplnych problémi
Problém je NP-tplny pravé tehdy, je-li NP a zaroven NP-tézky.

2.8. Priklady znamych NP problémi

Prvnim piikladem je tzv. SAT (boolean SATisfability) problém, tj. vySetfovani, zda je formule
v konjunktivni normalni formé splnitelna (tj. existuje takové pravdivosini ohodnoceni viech
proménnych, ze ohodnoceni celé formule je pravdivé). Pro piiklad formule:

(AvBv-C)A(BVC)A(mAv-Bv().

Dal$im pfikladem je hledani kliky (takového podgrafu, ktery je sam o sob¢ tplnym grafem)
o velikosti 7 v né¢jakém grafu.

Obr. 1. — Klika o velikosti 3 (vyznacena zelené)

U téchto problémi pravdépodobné neexistuje zadny zptisob, jak ovérit spravnost reseni v
polynomialnim case.

Ulohy 1 a 2 jsou navzijem polynomiilné pievoditelné (tj. kdyz se mi podafi najit poly-
nomialni feSeni pro tlohu 1, mam ho i pro tlohu 2 a naopak), coz ukazeme v nasledujici

podkapitole.

2.9. Polynomialni prevoditelnost SAT - hledani kliky

Abychom ukazali, zZe tlohy 1 a 2 jsou polynomialné prevoditelné, prevedme si nasi SAT tlohy
z podkapitoly 2.8. na graf podle obrazku 2.
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Obr. 2. — SAT — hledani kliky

Kazdému atomu v kazdé klauzuli formule z pfikladu 1 prifadime jeden vrchol grafu (na ob-
razku jsou klauzule barevné oddéleny). K tomu, abychom zjistili, zda-li je formule $plnitelna,
musime najit takové ohodnoceni logickych proménnych, Ze ohodnoceni vSech klauzuli bude
1, a tudiz i ohodnoceni formule bude 1. To nastane pravé tehdy, kdyz v kazdé z klauzuli
bude alespon jeden atom ohodnoceny 1. Spojime vrcholy, které nejsou ve sporu a jsou v riz-
nych klausulich (podle vzoru v obrazku) a pokrac¢ujeme pro véechny vrcholy. Vznikne graf,
v némz hledat kliku velikosti 7 je presné stejné slozité jako hledat v booleovské rovnici v kon-
junktivni normalni formé takové ohodnoceni n proménnych, zZe ohodnoceni formule bude
1, a tudiz bude $plnitelna.

2.10 Zasadni otazka: ,,P=NP?

Zasadni otazka zni: Jdou NP tulohy fesit v polynomialnim case? Vétsina teoretikti predpo-
klada, ze nejdou, ale ¢as od casu se objevi ditkaz, ktery 1ika, Ze jdou. Tato otazka je velice
zasadni, protoze pokud by tyto tlohy §ly fesit v polynomialnim case, okamzité by prestaly
fungovat naptiklad kryptografické tilohy, které jsou zalozeny na opaku (na tvrzeni, ze P # NP
se zaklada mnoho zivotné dilezitych aplikacf).

3. Pole a $pojové seznamy

3.1. Obousmérné spojové seznamy

Spojové seznamy jsou v knize ukazovany na ptikladu obousmérnych $pojovych seznami,
které maji kromé ukazatele na néasledujici prvek i ukazatel na predchozi prvek.

-

Obr. 3. — Uzly obousmérného spojového seznamu

Invariant této struktury zni: Kdyz pro néjaky uzel A a B plati A.next==B, potom plati také
B.prev==A, kde next je ukazatel na nasledujici uzel a prev je ukazatel na predchozi prvek.

Prvni uzel takového $pojového seznamu je zpravidla prazdny (neobsahuje zadnou hod-
notu). DéEl4 se to proto, Ze se to jednoduseji programuje.
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3.2. Procedura splice

Procedura splice ,vyfizne“ z obousmérného spojového seznamu n po sobé jdoucich uzli,
které nasledné pripoji mezi jiné uzly. Podobnou proceduru lze implementovat i na jedno-
smérném $pojovém seznamu. Tato procedura je dillezita, protoze se pomoci ni da nadefinovat
mnoho jinych procedur.

V nasledujici implementaci pfedpokladame, ze a a b pari do stejného seznamu, a’ je prvek
predchazejici a, b’ je prvek nasledujici po b, t je prvek, za ktery ma byt vysek zarazen a t’
je prvek nasledujici po t. Déle predpokladame, zZe b neni v seznamu umisténo pred a.

0: a’ = a.prev
1: b’ = b.next
2: a’.next = b’
3: b’.prev = a2’
4: t’ = t.next
5: b.next = t’
6: a.prev = t

7: t.next = a

8: t’.prev = b

Wpis 1. — Procedura splice

Operace na radcich 0-3 vyjimaji tisek spojového seznamu a operace na radcich 4-8 tento tsek
vkladaji za pozadovany prvek.

3.3. Pole

Obcas potrebujeme mit pole, které dynamicky zvétsuje nebo zmensuje svoji kapacitu. Zvét-
Sovani probiha tak, ze se ptivodni pole prekopiruje do nového zvétseného pole. Otazka zni:
Jak to, Ze i s témito zdanlivé pomalymi operacemi je pole i tak rychlé?

3.3.1. Metoda bankovniho acétu

Uvazujme pole, které obsahuje tyto pfistupové metody:
» [n] - pfistup na n-ty prvek,
» pushBack — pridani prvku na konec pole,
= popBack - odebrani prvku z konce pole.

LEMMA 3.1. potom fika, Ze pokud mame prazdné pole, potom vySe zminéné operace a jejich
libovolné sekvence maji konstantni slozitost.

Déle uvazujme, ze si nékde drzime ,bankovni Géet“, kam s§tfadame volné vypocetni kroky
(které jsme mohli vyuzit, ale nevyuzili). Dale uvazujme, ze pro kazdou z vySe uvedenych
operaci mame k disposici tfi kroky, pri¢emz kazda operace trva pouze jeden krok. Vsechny
nevyuzité kroky ukadame do ,bankovniho tétu®.

mim(m]m 6
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Obr. 4. — Metoda bankovniho ictu

Pokud budeme chtit piekrocit ptivodni délku pole, vytvofime nové a pfekopirujeme do néj
puvodni pole (pficemz tim spotfebujeme dfive nastfadané kroky) a zbyde nam pocet kroki,
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ktery bude obecné vzdy vétsi nebo roven nule (v tomto piipadé vétsi nebo roven tfem). Opa-
kovanym pouzitim tohoto postupu zjistime, Ze pocet ulozenych kroki neklesa, a tedy amorti-
zovani sloZitost je 3, tedy konstantni. Ze bude mit bankovni tiéet vzdy nezdpornou hodnotu
dokazi v nasledujici podkapitole.

3.3.2. Explicitni vzorec a dikaz

Chceme-li vyjadrit hodnotu bankovniho G¢tu v jakémkoli kroku, musime se matematicky
zamyslet nad stavy, které béhem pridavani prvkt nastavaji. Zacnéme polem o velikosti 0.
V prvnim kroku se pole allokuje na 2° = 1 prvkd a do prvnfho prvku se piifadi hodnota.
Bankovni i¢et ma v tomto okamziku hodnotu 2, protoze pfi allokaci nového pole se zadné
predchozi prvky nekopirovaly, pouze jsme ulozili 2 kroky pfi pridani prvku. Ve druhém kroku
se nové pole allokuje na 2! = 2 prvkd, prekopiruje se jeden prvek ze starého pole a ptida se
dalsi. Hodnota bankovniho uétu bude 3, protoze pri kopirovani jednoho prvku jsme jeden
token odebrali a dva pridali. Pfiddme-li tieti prvek, nové pole se allokuje na 2* = 4 prvki,
prekopiruji se dva predchozi a prida se jeden novy. Hodnota bankovniho Gctu je v tomto
okamziku opét 3. Ve Ctvrtém kroku allokace neprobiha, pouze se pridava prvek a hodnota
bankovniho G¢tu vzroste na 5. Timto zplisobem Ize pokra¢ovat do nekonecna.

Povsimnéme si nyni, ze ve vypoctu hodnoty bankovniho uctu existuji dva hlavni déje.
Jeden probiha pii kazdém kroku — pridavani 2 tokenti za kazdy z n prvk. S jistotou mizeme
tedy fici, ze v nasem vzorci bude figurovat ¢islo 2n. Dalsi krok probihd pouze jednou za
urcitou dobu — odebirani n tokent, kdyz pole piekro¢i mocninu dvojky. Takovy déj probéhne
pravé tehdy, bude-li aktualni krok vyjadritelny jako ok 11 (¢ili ¢isla 3, 5, 9, 17...), protoze
pouze tehdy potfebujeme provést kopirovani do nového pole. Jak ale ve vzorci vyjadrit fakt,
ze takové kopirovani probéhne pouze v téchto situacich? Potfebujeme funkci, ktera by ménila
svlj vystup pouze, kdybychom na vstupu pfeklenuli mocninu dvojky a ktera bude vypadat
takto:

S(1)=0
f(2)=1
Sf(3)=2
S(4)=2
S(5)=3
S(6)=3
S(7)=3
f(8)=3
S9) =4

¢ili pro n bude vracet dvojkovy logaritmus ¢&isla nejbliz$i horni mocniny 2. Uvahami o vlast-
nostech elementarnich funkci nyni lehce dospéjeme k vysledku. Hledané funkce ma tvar:

ﬂogQ”] )

Pokud chceme vystup této funkce prevést na odpovidajici hranicni ¢isla formatu ok . 1, upra-
vime funkci takto:



ollog,n| , ¢

To je vse, co potfebujeme k sestaveni explicitniho vzorce pro vypocet hodnoty bankovniho
uctu v n-tém kroku. Vzorec vypada nasledovné (1ze empiricky ovéfit).

By, < 2n - 2108.7] 1,

Zbyva ovéfit, ze pro véechna n € N je By vétsi nebo roven nule. Nasnadé¢ je slaby princip
matematické indukce. Provedeme zakladni krok pro n = 1:

By =2-2/198.1] , 150,
9-1+120,
2=0.

Formulujeme induk¢ni predpoklad.

vneN:2n-2/108:1] 120,
Provedeme induk¢ni krok.
on—2llog.n] 1150,
on+1 3 2llog.n],
log,(2n) +log,(1) = [logyn],
logy(2) +log,(n) +1ogy(1) = [logynl],
1+log,(n) = [log,n|.

Nyni jiz vidime, Ze jsme dogpéli k platné nerovnici, protoze horni cela ¢ast se da shora omezit
presné jako leva strana rovnice (horni cela ¢ast z ¢isla a bude nejhtife a + 1).

1+logy(n) = 1+logy(n).

Ditikaz je hotov.



