Asymptoticka slozitost & limity Michal Frdlik

Chceme dokazat, ze plati nasledujici ekvivalence:

lim (£80) -0 — () - o).

Limita vyrazu g(n)/f(n), kdyz n jde k nekonecnu je nula pravé tehdy, kdyz
Sunkce g(n) je tidy sloZitosti o(f(n)).

Definujme nejprve little-o:

g(n)=o(f(n)) < vceR>0:3mpe N, :Vn =ng:g(n) <c-f(n).

Funkce g(n) je tridy sloZitosti o(f{(n)) pravé tehdy, kdyz pro vSechny rediné konstanty c vétsi neZ nula
existuje Cislo ng takové, Ze pro vSechna n vétsi nebo rovna ny je funkce g (n) mensi nez c - f(n).

Dale definujme limitu posloupnosti (uvédomme si, Ze véechny ,funkce, se kterymi pracu-
jeme jsou zobrazeni z pfirozenych ¢isel do prirozenych ¢isel, ¢ili jsou to posloupnosti):

lim<f(n)> =A < VeeR>0:3IngeN,:¥n =n:|f(n)-Al<e.

n—oo

Posloupnost f(n) md v nekonecnu limitu A pravé tehdy, kdyZ pro vsechna redlnd okoli € vétsi neZ nula

V74

existuje néjaké Cislo ny takové, Ze pro vsechna n vétsi nebo rovna n jsou hodnoty posloupnosti
vzdaleny od A méné nebo presné e.

Nyni upravme definici limity pro nés pripad, kdy je ¢len posloupnosti podil ¢lenid dvou riz-
nych posloupnosti:

%Lrg(fr((g) =0 < VeeR>0:3npe N, :vn =ny:|g(n)/f(n)-0]<e.

Provedme v posledni podmince par trivialnich Gprav:

|¢(n) /f(n) 01 =€,
g(n) /f(n) =,
¢(n) /() =5,

¢(n) ==./(n).

Dostavame

%gg(%) =0 <= VeeR>0:3ngeN,:¥n =ng: g(n) <e-f(n).

Jak vidime, dostavame zcela ekvivalentni definice, proto miizeme prohlasit, ze ekvivalence,
jejiz platnost jsme ptivodné chtéli dokazat, skutecné plati.



Pokud chceme dokazat, ze plati tato ekvivalence:

im fr(())) “c0 = g(n) = w(f(n)),

n—oo

vyjdéme z predpokladu, ze pokud je vysledkem této limity nekoneéno, Citatel must jit v neko-
nec¢nu do nekonecna a jmenovatel nesmi jit v nekone¢nu do nekonecna. Za jinych okolnosti
limita vyjit nekone¢no nemtize. Pokud toto vime, vime také, ze pokud takovou limitu inver-
tujeme (tj. prohodime Citatele a jmenovatele), musi nutné vyjit 0:

tim(§05) -0 — tim (K1) -0

Nejprve tedy formulujme definici little-omega:

gn)=w(f(n)) = vceR>0:3nye N, :vn =ny:g(n)=c-f(n).

Funkce g(n) je tridy sloZitosti w(f{n)) pravé tehdy, kdyZ pro viechny redlné konstanty ¢ vétsi nez nula
existuje Cislo ng takové, Ze pro vSechna n veétsi nebo rovna ny je funkce g (n) vétsi nez c - f(n).

Upravme definici limity posloupnosti pro nas pripad:

lim f(n)) =0 <= VeeR>0:3Impe N, :Vn =ny:|f(n)/g(n)-0|<e.

n—oco ( g(n)

Provedme trivialni Gpravy v podmince:

|f(n)/g(n)-0l<¢,
f(n)/g(n)I =<,
S(n)/g(n) =¢,
Sf(n) =¢-g(n),
g(n) =z f(n).

Protoze ¢ i ¢ jsou redlné konstanty, miizeme zvolit ¢ = e! a dostdvame definici ekvivalentni
definici /little-omega. Dlikaz je hotov.

Dale mizeme vyuzit téchto vlastnosti:

o(f(n)) = O(fn))
w(fn)) = (fn))



